Анализ теоретической точности работы некоторой группы пространственных механизмов для образования эллипса by Торопыгин, Е. И.
Т О М С К О Г О  О Р Д Е Н А  Т Р У Д О В О Г О  К Р А С Н О Г О  З Н А М Е Н И  П О Л И Т Е Х Н И Ч Е С К О Г О  
Т ом  104 И Н С Т И Т У Т А  имени С. М . К И Р О В А  1959 г.
И З В Е С Т И Я
АНАЛИЗ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ТОЧНОСТИ РАБОТЫ НЕКОТОРОЙ  
ГРУППЫ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ МЕХАНИЗМОВ ДЛЯ  
ОБРАЗОВАНИЯ ЭЛЛИПСА
Е. И. Т О Р О П Ы Г И Н
( П р е д с т а в л е н о  н ау ч н ы м  с е м и н а р о м  к а ф е д р  н а ч е р т а т е л ь н о й  
г е о м е т р и и  и г р а ф и к и  в у з о в  Т ом ска)
В машинах-автоматах и счетно-решающих механизмах широкое  
применение получили кулачки, цилиндры и зубчатые колеса эллип­
тической формы. Если до сих пор применение эллиптических зубча­
тых колес тормозилось недостаточной разработкой теории их расчета 
и технологии производства [ 1], то с появлением работ Ф. Л. Литвина 
[2, 3 и др.] разрешение этих вопросов существенно продвинуто впе­
ред. В результате при выполнении рабочих чертежей таких деталей  
появилась значительная потребность в механическом вычерчивания 
эллипсов. He меньшая потребность в механическом вычерчивании эл­
липсов имеется также в математической картографии [10] и т. д.
Многообразие существующих механизмов для механического вы­
черчивания эллипсов не дает, однако, права судить о том, что этот 
вопрос полностью решен и для каждого отдельного случая имеется  
рекомендованная группа механизмов. В современной литературе в п о ­
давляющем большинстве случаев имеются только описания и чертежи  
тех или иных механизмов, но не указывается гарантированная точ­
ность вычерчивания эллипса при том или ином соотношении его осей  
и размеров. Естественно, что в этих условиях часто бывает трудно  
подобрать надлежащий механизм. Чтобы в какой-то мере восполните  
этот пробел автором все механизмы для вычерчивания эллипсов разби­
ты на два типа: плоские и пространственные, из которых по ряду при­
чин [4] рассматриваются только пространственные.
Многие из прост1 ан с івенных механизмов имеют такие кинемати­
ческие схемы, которые заранее обеспечивают искажение кривой э л ­
липса [4]. В зависимости от характера искажения эдлипса и принципа 
работы пространственные механизмы в свою очередь разбиты на че­
тыре группы Первая группа основана на преобразовании эллипса м е­
тодом подобия, вторая— на откладывании постоянных отрезков на нор­
малях к заданной кривой эллип<а, тоетья —па откладывании постоян­
ных отрезк<>в на радиусах-векторах заданной кривой эллипса, четвер­
тая группа включает все остальные механизмы, не имеющие т е о р е ­
тических ошибок в начертании кривой.
Анализ работы механизмов первой группы приведен в работе [4j.  
В настоящей статье ставится цель кратко осветить результаты ис­
1 0 0
следования теоретической точности работы механизмов третьей груп­
пы- Эти результаты могут быть использованы также и для выявления 
точности работы копировальных приспособлений, принцип действия 
которых аналогичен рассматриваемым механизмам.
В соответствии с принятой нами классификацией к третьей груп­
пе механизмов относятся: 1. Циркуль для вычерчивания эллипсов и 
других кривых И. Гюнтера [5]. 2 . Эллипсограф П. П.  Николаенко [6 ].
3. Циркуль для вычерчивания эллипсов Н. А. Кожемякина [7]. 4. При­
бор для вычерчивания эллипсов В. Ф. Гумилевского [8 ].
Определение теоретической ошибки механизмов производилось 
путем сопоставления кривых, образованных этими механизмами с гео­
метрически точными кривыми эллипса, построенными в тех ж е полу­
осях. Предположим, что кривая 1 с полуосями а  и b (рис. 1) представ­
ляет собой заданную кривую эллипса, относительно которой по ра­
диусам-векторам откладываются одинаковые расстояния d  и получа­
ется кривая конхоида 2, которую образуют данные механизмы. Т еор е­
тическую ошибку / ,  следуя принципу работы механизмов этой груп­
пы, будем  находить по радиусам векторам, построив эллипс 3 с теми 
ж е полуосями a - \~ d  и b- \ -d ,  что и кривая 2. Для кривой эллипса 1 
имеем
X  =  a  c o s  /;
у  =  Zzsin/. ( 1)
И з  рис. T видно
- J -  =  t g  ср.
Подставляя сюда значения хи у  из (1), получим
t g f  — - - - t g ?  ( 2 )
b
и л и
t  =  arc tg +  JgcP- (3) 
b
На основании (3) выражение (1) можно записать так
(4)
Для эллипса 3 соответственно
/ « i \ А a -f- dа\> =  (а  +  d ) cos arc tg  î tg 9
b + - d
y 0 — {b-+  d)  sin arctg cp
b -f- d
ClX =  a  cos arc t g  tg cp
b
ay  =  b sin arc tg —  tg cp 
b
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а  *  120 нм.
b * 40 мм. 
й *  40 мм. 
Р а с ч е т н а я  •
f *  П,й мм. 
Графическая Величина 
I a 12,1
Рис. 1. Сопоставление кривой 2, образованной механизмами, с кривой 3 точного эллипса.
Искомую величину /  с целью упрощения решения задачи выразим сле­
дующим образом
f  — т — d, (6  >
где т — расстояние между эллипсами 1 и 3, измеряемое по радиусам- 
векторам. Величину т можно выразить так
т V (х2 — х ) 2 +  (у2 - у )2 •





a  +  d  Icos arc t a  -^  % g ? — a  cos arc t g - L  t g  »T l  S b d  5. * b
4 -1  b +  d  I sin arc tg
a -
b  4 -  d
d  CL 2
tg cp —  b  sin arc tg —  tgcp j (7) 
b
Задаваясь различными значениями угла ср, можно для любых па­
раметров a, b и d  определить величину т. По найденной величине пг 
с помощью (6 ) можно найти / .
Из рис. 1 видно, что с изменением угла ср от О до 90° значение 
теоретической ошибки f  меняется от нуля до  максимума и наоборот. 
Для нас наибольший интерес представляет максимальная величина / .  
Чтобы ее определить, нужно найти значение угла ср, при котором она 
будет иметь место, подставить это значение угла в (7) и от (7) п ер е­
ходить к (6 ). Для этого возьмем производную от /  по ср, предварительно 
подставив значение т из (7) в (6 )
d f  _  1
d  ср т
/ I і\ а -\- d , Cl(іaj Pа ) cos arc t g  1 tg ср — a cos arc tg —  tg
b - \ - d  b
X -(a-j-rf)sin arc tg
a + d  + et —}— d
ISfcp
b-\-d j » Xfl + flO2 tg-v> b-\-d  c o s 2cp 
(b +  d y





t g 2 COS2
Z I
( b + d )  sin arc t g ------------- tg « — b sin arc tg —  tg © I X
b +  d b
X / u • л\ j 4 - d(b-\-d) cos arc t g ------  — — ta I a +  d I
b + d I 4_ (a J r d Y ter+ b-\~ ci COS2 r
( f + d )2 b
b  cos arc tg —  tg cp 
b a -





Выражение равно нулю. Приравниваем нулю выражение, зак­
люченное в фигурные скобки, и запишем его следующим образом:
/ I I \ L и -4— d' , I cl .{a~\-b) cos arc tg----------tg cp —a cos arctg—  tg ©
b +  d о
аX  {  а2Ь sin arc tg —  tg ?
h
(b--1 - 1 d)2- f l (a-4 - ,d)2 tg2? 
a -f- d(a 4- d y  (b-j- d)sin arc tg 1 tg? (b- -+- 2tg2? ) I +
b I )
+ (b+ d) sin arc tg
a + d
b +  d
X  {(û + d) ( b + cos arc tg
te b sin arc te aь . tg
■ w ,  w o  c v . v&  X % - t g ? ( Ô 2 + a 2 t g 2 ? ) —
I h + d




Из рис. I видно также, что
, , a +tg ti =  —  tg ?.
b +  d
(9)
Учитывая (2) и (9), произведем следующую замену тригонометрических 
функций
a + d , , tg ? \
l/ ? 4- \ï 4- +CiYtS2Vsin arc te tg ? — sin Zt1 V (b+d)2+(a+df  
b + dCL 4“ cicos arc tg ■— — tg cp == cos t\ — _______________
o +  d V ( b + d ) 2+ ( a + d ) 4 g 2<?
a a tg cpsin arctg —  tgcp =  sin t =  -г_______
b te*
acos arc tg —  tgcp — cos t 
b У b2 +  a2 tg2rf
I-
(10)
На основании (10) выражение (8) можно представить так
(а + d) (b + d)ab
Y ( b + d ) 2H ( a + d ) 2tg2? Y b 2 2 tg2< X
Odb  tg ?[(£ + dH + (a +  d y  tg2?]]/ (ft + + d ) 4 g ‘
У b2 + a~tg2 cp V (b + d ) 2-У (а+  d)2i g 4
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а + d)* (b J  d)ig  ? (b2 + ci- tg- г) J ' К -  a-{g-г ^
Vb2 + a2\.ghI (b Fd^-г (aJdytgh
+ tg œ A(b_ + d r  (b2 + a2tg2œ) | b2 + g-Tg2?
I b2 J  a'-tg'h ' I
ab3\(b J  d f  + (a Jd)2 tg2?]i + d f  + (a + J ) 2tg2?| _  q_
I b2J  a2tg2/? I (b + d J J
Часть уравнения (11), заключенная в квадратные скобки, т. е.
tg? (П)
(a J  d) (I) + ab
LI (bJd )2J ( a J d f  tg2? I If- 4- tg2 ?
вещественных корней не имеет. Исследуем другую его часть, заклю­
ченную в фигурные скобки. Для этого сделаем соответствующее пре­
образование и представим ее так
а2(а + d)2{(a +  d)'l(a2 — b2fb'~ — (b J  d)2ai [{a + d f  — (b J  rf)2]2.}tg6<? +
+  3 (a J d f i b J  d)2d2b2{(a + d)2{d2 -  +  tg4<p +
+3(a J  df ( b  J  d)2a2b2{(b J  d)2(a2 — b2)2 — b2[(a J  d)2 — (b + d)2}2} t g h  +
J(bJ  d)2b2[(bJ  d)id2(d2— b2)2 -  (a + d f b \ ( a  + d f  - ( b  + d f f )  =  O. (12)
Произведем следующую замену
a \ a J d f { ( a + d y  (a2— b?)2b2— (^ bJdfaiKaJd)—  (Jbfd)2]2)
3 ( a J d f ( b - h d f a 2b2{ ( a J d f ( a 2- b 2)2- a 2[(aJd)2—(bJd)2}2}
3 ( a J d f ( b J d f a 2b2{(bJd f (d 2— b2f - b 2\(aJd)2— (bJd)2]2} =
( b f d f b 2{(b + d f a 2{a2— b2)2— ( a J d f b \ ( a J d ) 2—(bJd)2\2\ =  D  
tg2? =  г0
(13)
Тогда уравнение (12) запишется следующим образом
Az20 +  Bz20 + Cz0 0. (14)
Полученное уравнение третьей степени будем решать по форму­
ле Кардано [9]. Для этого уравнение (1 4 ) разделим на А и получим
, , В , , С , D  .
О + ~Г2'о + —  2 Q +  — - =  0.А А А 









Тогда уравнение (15) запишется так
02л +  е =  0. ( 17)
Неизвестное Z0 заменим новым неизвестным г, которое с неиз­




После этого уравнение (17) приобретет вид неполного кубичного 
уравнения и запишется слёдующим образом






- 9Ѳ) + 27 e
=  0 .
Я-
3  2 7
Неполное кубичное уравнение (19) приобретет вид




Уравнение (21) обладает тремя корнями. Пусть один из этих кор­
ней будет Z 1. Формула Кардано, выражающая корни уравнения (21) 
через его коэффициенты, при помощи квадратных и кубических ради­
калов запишется следующим образом
/ - J -  + 1 V + BL -V i J t * /  ÎLI 2 I 4 2 7  I 2 I 4




O t  найденного корня Z 1 с помощью ( 1 8 )  переходим к Z0, а от Z0 
с помощью (13) переходим к углу ср. На рис. 2 показано изменение 
9 угла ср в зависимости от пе-
/г cons t  ременных величин a n d
при b ==z const, причем ука­
занные параметры a n d  яв­
ляются приведенными вели­
чинами, т. е. выраженными 
через Ь. Из этого рисунка 
видно, что с увеличением а 
значение угла ср при одной 
и той же величине d  падает, 
причем это падение угла ср 
несколько отстает от уве­
личения а . Из этого же ри­
сунка видно, что с увеличе­
нием d значение угла ср при 
одной и той же величине а 
тоже увеличивается, причем 
с переходом от меньших 
значений а к большим это 
увеличение становится бо­
лее интенсивным.
При найденной величине угла ср, в соответствии с (7) т приоб­
ретает максимальное свое значение. По этому значению т с помощью
2Ь
П
i I ' - ---- f a* -----1Vmm . iI----------- 1
i II
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i ■r I j
i . j_______ i
О Ql 0.3 0.6 3 d
Рис. 2. Зависимость угла ср, при котором ошибка 
механизмов для образования эллипсов приобре­
тает свое максимальное значение от а и ci.
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(6) определяем искомую величину / .  Эта величина /  характеризует 
собой то максимальное отклонение, которое имеет место по радиу­
сам-векторам между кривой, полученной механизмами, и точной кри­
вой эллипса, построенными в одних и тех же полуосях. Задача реше­
на в общем виде.
В целях ускорения процесса определения абсолютных величин /  
для тех или иных конкретных значений а и d при £=const произведен 
подсчет значений /  по вышеприведенным формулам и данные выра­
жены графически. На рис. 3 представлена зависимость абсолютной 
величины f  от переменных a n d  при b — const. Анализ характера 
кривых показывает, что с увеличением а абсолютная ошибка /  при 
постоянной величине d повышается, причем с переходом от меньших 
значений d к большим это повышение становится более интенсивным. 
Аналогично с увеличением d абсолютная ошибка /  при постоянной 
величине а повышается, и это повышение также становится более 
интенсивным при переходе от меньших значений а к большим.
/  /s const
В практике машиностроения чаще представляет интерес не аб­
солютная величина отклонения от номинального размера, а относи­
тельная. В нашем случае применительно к деталям, имеющим эллип­
тическую форму, за меру отклонения от номинального размера можно 
взять, например, отношение абсолютной ошибки/к большой полуоси эл- 
липсаЗ,которая является полуосью также и конхоиды 2(рис.1). На рис. 4 
представлена графическая зависимость относительной ошибки меха­
низмов / отн от переменных a n d  при b — const, где за меру иска­
жения точной кривой эллипса принято отношение абсолютной ошибки 
/  к величине a + d. Для удобства отсчетов относительная ошибка / 0Тн 
представлена на графике величиной, в тысячу раз превышающей ее 
действительное значение.
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Анализ кривых показывает, что с увеличением а / отн при пос­
тоянной величине d повышается. С переходом от меньших значений d к большим при а =  const / отн вначале увеличивается интенсивно, а 
затем, достигнув определенной величины, максимума, постепенно на­
чинает падать. Точки I, II, III, IV представляют собой максимальные 
значения f0тн при соответствующих значениях а. На рис. 5 представ­
лена графическая зависимость / 0Тн.шах от переменной а. Величина d
в этом случае не учитыва- 
TonmIOi ь* I=COnst ется- При надобности ее мож­
но определить из рис. 4.
С целью проверки пра­
вильности приведенных ана­
литических и графических 
выражений, рассмотрим кон­
кретный пример (рис.1). При­
мем а — 120 мм, b =  40 мм 
и d =  40 мм . Так как оп- 
ределение ошибки хмеханиз-




















s\ J_  J
CJ 0.3 0,6 3 d 1.5 2,5 3 Cl.
Рис. 4. Зависимость относительной ошибки / 0Тц 
от переменных величин а и d.
Рис. 5. Зависимость максималь­
ной относительной ошибки 
/отн  шах от переменной а.
мов производилось с учетом приведения параметров кривых к одному, 
а именно к b, то сделаем следующее:
а 120 мм 
40 мм
d  = 40 мм
40 мм
1.
При этохм переводный масштаб единиц получит значение
40 ммM
1
— 40 мм (23)
По рис. 2 определяем угол 9 , при котором значение ошибки /  
будет максимальным 9 s  25°. По графику, приведенному на рис. 3, 
находим абсолютную ошибку /  =  0,3. На основании (23) для нашего 
конкретного примера ошибка механизмов составит: / =
В случае необходимости более точного решения задачи следует 
поступить так. В соответствии с (13) определить коэффициенты Bp,
С и D. Для нашего примера при а = 3, b = I и d =  1 они составят 
соответственно: A =  —43,5917*105; 5  =  -4 ,7 0 0 1 6 4 0 5; C =  1,93536 105; 
D  =  0.34560*IO5. Согласно (16) найти y), Ѳ ив; yj =  0,10782;Ѳ =  — 
—0,04440; e  =  —0,00793. Из (20) определить значения р  и q: р  =  — 
—0,04827; q =  — 0,00631. По формуле (22) вычислить один из корней 
0,238. Приравнять Z1KZ и по уравнению (18) определить Z 0 =  0,2021. 
В соответствии с (13) найти tgcp =  — V 0,2021 ^  0,45, a ср=24сі4'.
По формуле (7) найти / / / =  1,2975. С помощью (23) выразить т  
в мм; т = 1,2975*40 мм  = 51,9 l /ж. И окончательно по уравне­
нию (6) найти значение абсолютной ошибки / = 5 1 ,9  —40 =  11,9 мм. 
Относительная ошибка для данного примера составит
a + d 1 2 0 + 4 0
С  точностью, достаточной для практических целей, эту же величину 
/отн можно определить из рис. 4.
Таким образом, в итоге анализа теоретической точности работы 
пространственных механизмов для образования эллипса третьей груп­
пы найдены значения абсолютной и относительной ошибок их, что 
позволяет определить область практического применения этих меха­
низмов.
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